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gi temperatura f i a mediului. Ne propunem si aflim dupi cit timp temperatura

corpului aiurrge la 900 C - gtirnd ca dupd nn minut tcrnperatura a coborit la 1200 C

Si notim cu c factorul de proportionalitate. Deoarece T(01= 180 > In = 60'' qr

7 este o funclie continui, rezultd ci eristi un inten aI I =[0- r,-,] cu l >0. inclus in

multimea lt z0 T(t)>T,,\ .

Prin ipotezd avem cd T'1t1= c(I',,-I'(t)). ceea ce se mai scrie qi astfel

l'(t) 
=c,salr [1n(7'(r) -I',,)*ct)'-o pentruorice re 1

T,) -T(t)
De aici rezulti cd eristi K e .R astfel incit

ln(Z(r)-7,)+ct=K pentruorice re 1.

finind seama ca I(1) =120". rezulti K = c l-ln60 gi deci

ln(7'(r) -7-,,) = c +1n60 - cr .

Daca I.(t,) = 90 . atunci ln 30 = c + ln 60 - ct, 5i deci

r, = 
lt'2+l 

rninute

in exen, plelc precedente ne-am confmntat cu problema determindrii unor tirne i. rr

la care se cunoaqte derivata.

51.2. Primitive. Integrala nedefinit5 a unei
functii

in calculul diferenlial s-a considerat problema calculirii derivatei unei functii

derivabile date. Este posibil si inversim aceasti problemi in sensul schimb[rii rolul

funcfiilor cunoscute gi calculate. Ajungem astfel la

Definitie Fieintervalul 1cR. qifunclia .f '.1-+R.. Spunem cdfuncliafadmite

primitivl pe I dacd existi o funclie F : I -+ R cu proprietdlile:

a) Feste derivabil5 pe 1;

b) F'(x)= -f(x), pentru oice xe I .

Funclia Fse numegte primitivd a func[ieil

Observatie
in cclc cc urmcrzl. ., l

Exemple
1. Funclia ./' ,-' - 

:

deoarece It este deri r r l. , li i: .

2. Functia ,r (r .:
I-(.r.) = -cosl', dcoarec.. i .,

, ,.,..,.......,....;.4-,1-.-.-.-;;-.;-......,.........,..,.......... ... 
. .

ii Propozitie I:'-!n'''^i"'
i:

ii ') 
Pentru oricc dou.:

ii 
.=. astlel incAt I(.r)=

,: ,, Dacd I .l - 
: ,-.

;i a lui./erista o constanta re :_,_

Deruonslrotie l ) Da::

Fi.r1 = --(,t)=./(.r ). v ;=

2) Rezulta din I )

Observatii
1. Din propozilie rez,,-.

)rrruttve.

2 Dacd, ftrncfia .i' ] -
-.'rrmitiva t1rata a lui.f atun;

:st. o constanti reali arbrrr:::

,.
prirnitrr.elor lu -

noteazi cu

Operalia de calcu

se nume$te integr
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Observatie
confonn obselaliilor de nrai sus, rezult[ ca dac6 functia f :l -+ R. admite

primitive pe 1qi F '. I -> 'i este o primitivd a funclieil atunci

J lt.rrO-t =',F +<' r'e st.

Deci, pentru determinarea rnullimii J/t..far. adic6 a multirrii primitivelor

funcliei /pe.1, este suficient sd determin[m una dintre acestea. cAci oricare alta difer6

printr-o constantd.

51.3. Operalii cu funclii care admit primitive

Am vdzut ca dac[ f :I -+-rR este o func{ie care admite prirnitire pe 1. atunci

rnullimea primitivelor sale este o rnullime de firnctii inclusd in mullimea tuturor

funcliilor F :1 + R. .

Ne punenr acunr problema opera{iilor cu funclii care admit primitive 9i sd

vedem dacd este posibila stabilirea unor rezultate analoage cu cele din calculul

diferential. unde avem, de exemplu, cd derivata sumei este egala cu suma derivatelor.

pentru a extinde acest rezultat in cazul primitivelor trebuie sd definim opera(ii cu

mul(imi de func(ii.
F ie 1 c F" , .I interval 9i mullimea

F(I)= {f 1 f :1+ ,R} ,

adici mul!irnea funcliilor definite pe I cu valori reale. Pe mul{imea f(1) definim

operafiile:
a) adunarea func(iilor
v J'.se f(I). funclia sum[ a funcliilor ./ si e notata .f +g, definita prin

./' + g :1 -+R, (.f +g)(x)= .f(x)=g(x), V xe 1.

Facetn observalia cd Y f . Se 7(I), rezult6 cd

_f + ge 7(I).
b) inmultirea func(iilor cu scalari

v ie R, Y f e f(l), func(ia produs a functiei /'cu scalarul l" notatd )"1

definita prin ).,/:1-+ i, (i'/.t(r) =)'' f (.x), V re 1 .

Avem ca V )'E -i, V I e 7(I), rezulth ci
7"f e f (I).

Dacd 9,?/ sunt submuliimi nevide ale lui T(I), atunci definim'

Q+?{={/ + gl / eQ si ge7{'j

;i
t. Q=

DacI rnultimea I esre

mulgimea I +71= {f} +?/. c r

\otdrn cu C multimea furrctiil.-:

c=',-
\re loc urrndtoarea

b) C+C=C

Adic[, suma a dou[ functi
constant[ inmultitd cu un scalar e

Observatii
l. Fiefunclia f :I +R,-/

functiei f. Tindnd seama de ulti
funclii definite in paragraful $ 1.3-

lXOa;-={FlF:I
Tinind seama de propozilie, averr

lf{*)a"*c=1
deci

It
2.Dacdfuncfia f :I->i

- ncl

1. functia I -

Propozitie ! a) ). c=c.

-
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Demott.stratle. in dernonstratie vom tine seanra q;i de propozitia de mai sus.

1. Daca I si g admit primitive pe d atunci erista F. G. I -+?. - derivabile pe 1cu

F'= i' $i G'=g. Atunci sLuna -F+G este derivabild pelgi

(F +G)'= F'+G'= i + g.

De aici rezultd cd funclia ./'+g admite prirnitive pe 19i

Jt;t"l+ g(-r)ld-x = F + G + c .

oat J.l{-r).lr = F + C. Js(.)ct,t =G +C. de uttcle

J/tr)ar-Js(r)clt=(F+ C)+((j +c)=(r+G) +(C+C)= F +G+C.

aeci Jtl(.r) + g(-r)ld.r = J,r{.')a, + Js(x)dt .

2. Daca.F este o prirnitira pe 1a tunctieif atunci pentru orice i,e R". firnclia

).F este derirabila pe 19i

(lF)'= 7'F'=)"-l ,

ceea ce aratd cd funclia )"r/admite primitil'e pe 1.

Avern cd Ji 71r1,Lr = )"F + C si 7,J./ O)clx=7'(F +C)=)"F +)"C =)r.F + C. deci

JVtr),1, = 7,J /{r)o.

!i Consecinti ! Dac6 funcliite f ,g:1-+R, admit primitive pe 19i ),,pe R,i
::

ii f t *p'> 0. atunci funclia Xf +pts admite primitive pe 1qi

Jllf trl + prg(.x)ldx = rJ./(r)o' + pJ g(r)d-r

Demonstatle. TinAnd seama de teoremd. avem cd funcliile )"1' gi ;tg admit

prirritive pe 1gi apoi ca funclia i,J' +ptg admite primitive pe L Atunci

j til r, r + pg(r)lcl-r- = J U{ r;,1- + 
J us(x)dx = l"J./tr)d, + pJ g(.r)dx,

adicE ceea ce trebuia denronstrat.

Observatie
in calcLrlul diferential, peutrLl fLrnctii derivabile. avern cd derivata sumei este

egalS cu suma derivatelor. Confonn teoremei, pentru funclii care admit prirnitive,

integrala surnei a doua funclii este egalS cu suma integralelor. Schematic. putem scrie

aceste propi-ietafi cor-nLrne derivateIor gi primitivelor, astfel:

tf - gt'= J'ts' ;i J( f + gt= 
J t *Jr, rU i =)" t' ei JU =XJf .

O clasd largd de functii care i

Teorema urmdtoare da o conditie

Observatie
Reciproca acestei teorenre

dar care admit primitive.

La baza calculr-rlui de det

.ldmit primitive se afld cunoa)terc
al primitivelor uzuale, se verificA

Prezentdm agadar mai jos

TABEL

r: R -+ R,fx):x'
undeneN

r:1+ R. -f(*)=1x
unde 1c (0, -) sau 15 1--. 0,

/; R. -+ R,.(x): , I

x) +o2
undea*0

i; R. -+ R,lx):+
lndea*0

I- I _+ -;.1.r): ; ,x- -a-
unde 1cR\{-a,a},a*0

Orice functie contir

l; R -+ R,fxl: r'
r: i -+ R,fr): a-'

Functia

f: I -s ,R ,fx) : yu



lp+rl D7 D- x -
,.a,_-lu1--'=fJ

g+n'{o'o-}tU:1epun
-D- _X

+:(r)/'l <-t:{ t

**)ut=J.pI
D+ v ; ;,

0 +l7 epun

:(r){'t+E/

t, D D+_X.
2+_Brc,u_=.,,'.|

0 #l2 opun

.D+ -X(x)/'c e- i_ l'
/, Ll[ |

)+; =rP,'-lJ
I + D'O<D epun

,o:(x)1['' U <- U./
)*,a=*P.rJ,a:(x)1[' U <- E I

A+lrir,=+l
(0 '--) I1 nES (- '0) r 1 epun

I

;=(x\l'\ <-17'
t

t+71 t
)+-=xprxj

{ t-}t U =D '(-'g):7 epun

ox : (xd') <- i /
l+tt t

)+-=Xp,,r'JN = 
11 spun

,1:(i['> <--U/
roleirrlluud eeruriln 61ericung

TaY tz fr llof f,AIIII iIUd f ol gfl vI

sol ruu .repuSe ugluezeJd
'eJBAuep uud prpeul EcUrJeA es 'elunzn .tolenrlruud ;u

Ieqel InroryruJn urp e1{g11eEg 'ee1sece er}urp uJoun uerelSeounc pU? as enqrurr:d lupe
e.ruc rricung reun Jolenrlnur"ld rru$1ntu ? eleuruuelep ep rnlnlnclea ezeq e-l

'enrlnuud llurpe eJ?c J"p

'enurluocsrp tlicury ptsrxe polpe 'gp.rp,repe else nu etueloe] leJsece zcordrceX

elleruasqo

'aapgurgd Ellurpu ps ericun; o BJ EluelJuns e{rpuoc o qp ereolgrurn BtueJoel
'anurluoc -rolricung uerurilntu else 'enrytuud llupe e;ec nicung ep p8rel gseto O

Il \e^rl!rrr!Jd

',t 
IY=AJ rs ,! "(=,{-:t

:[3Jp-ss'

eucs uelnd'ctterueqo5'ro1a1u-6rrt

'errpruud lllupz eJeJ tliJurg nnu

else reruns Bls^uep 9J lrrs\E 'el!(

'rp1r;sJri + ,p(4{ [v-:
Icunlv 7 ed a,u1l

lrupe 3d rS fi eltticunJ 9r ue

'r'l

lcep' 2 + .4'Y= ?\+ l\=()'

ericun; '*U 3Y eclro n.llued tcurt

')+ D+ .t =()+))+(9'

')+l

rS 7 ed a,r

.aar -l

ISladU

nc 7 ed ellqenlrop 'tjl <- I :g'.19
'sns IBtu ep eritzodord sp rS

y >Ti'y rS 7 ed entltruud ltrul



/:I->

unde

I
,s,. /(x)= ,- .

Vx- -.?-
1c(--,-a) sau I c(a, *). a#0

"f R -+ ,i,./(t)=sitt.t
Jsin-rclr=-cos-r+C

f R -+ \, /(-x)=cos-\
J 

cos r<.1, = sin -x + C

I

f I -+ = .7(x): '.
cos- .rr-

t-l
unde/c 1 '),tzk- ll!. re r.l

,l)

li+ = rs r+c
"COS X

I

l: l--> : .J(.rt:-.r,
sll-l - ..r

unde.Ic -i, 'i{kn, k e '1,}

l.q- = -ctgx+C
" sln 1'

1

/: i.+ i..

unde a > 0.

J Q)=

I c(-a.a)

j I
&=21"s5inI+(

0)a -x
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Solutie
Funclia/este continul pe i -

ca / este continud qi in 0. D,
primiti.ve pe R.

3. Sa se arate ca functia

deterrnine 
J / trw,

Soluyie
Functia modul este conrin...

'e 
rie sub forma .f(.r)-'- 

\"

[ .r.

F:R+-t, F(

pe R gi ca F'(-rr) = /(t), .

atunci

J,r{r).r.- = r -

1. Fie functia ./:(0,-; -+?.. /(-t)=2-r-'+fV- -) Sa se arate cd functia ./
Vr'

aclmite prirnitive pe (0.*1 gi sI se calculeze J I t.tla. .

Solutie . r

Func{ia./se scrie sLrb fbrma f(r)=2rr+-l'-rj-5'-x r. Deoarece functia/'este

coutinud pe (0, -). rezultd cd ea admite primitive pe (0. -1 pi folosind tabelul
primitivelor uzuale ar em ci

.1

j,rf-'lo' = 2J--'d-" +:J -ra, - 5J r 1d- =
tt

=: l*, ;-s + *r= )r -!r Vi -2odf-c.
5,+

4. Se se arate cd funcfia J
primitive pe R. gi sI se deten

Solulie
Deoarece fg/(x) =l.,If ./(..

Cum funcfia7".," .on,inrd * ,

-?, deci admite primiteive pe :

.x2
respectlv l-r(x)= ^ *xsuntpri

2

Clutdm o primitivdFpe R per:i

it
-F'(x) = 1,

| 
'",

I

=1r-
l--

lz
[sirr r ._ 'n

2. Sa se aralc ca luucria -/ - -+ *. J(rl= i; 
'' *' 

a,l,nire prirnitive pc i
i l. .i'= 0

ig=tni.r+J.-l -J t.' : | 'r-al+L
V.\' -' c7



. (-'0)Dl pJEp 't,r*,"*!l
.i i=

[g '--) = r gJBp ']) r ., o )

(-'0 ) r l BJBp 't., (, )'J I
i = (r)/

lQ'e-) r.r BrBp .r+(r) 1l
EurJoJ ap/ utlcunl n :tLLad : sd -{ p,rryr,urrd o uglnpJ

/ericLrng mlued (-'g) ,rrlcedser rS (g ,--) ad e,trlurucJ tuns x + ,1= frl.1r nrlcadser

lS ,a-(x)l elricung pc Luauriqo'a.tul3e1ut t-tud .x acl a,rralrurrd elupe loap,).-
ed gnurluoc else qJ gtlnzeJ ' (-'0) ed r$ g ur ' (g '--) ad quurluoc alse/erjcunj un3

'0 ul pnurluoo etse/uricunl pr ptlnzer ,f =(0)!=(x)/l;r=,rlfd;, eoereoac
alinlog

/rericunJ u g,rrlrrur.ld o euruJelep es ps rS r ad e,trlrr-uud

[@'0) f,\ E3ep 'l-]l
Jlltupu r_. f =(,r)/ '- et;-/ ericrrnl EJ elpre as ES .t

l0'--)=r ErBp 'a )

(- '01=r plup
')+

(O ,*_) tx poup

rSunle

o elsa j, uricunj looC I =r A 'G)J'=(r),-i pc rS y ad

(--ol =r BrBp + qJrqP^rrep elsa.{ qJ lutpeut Esurre\ es 
.

().--) erep +- a

erirunJ puuroprsrror rs puc.r8alu; ,:: ol,=_" 
:::: ." ]= (.r)/ ELuroJ qns eurs

(Q'-- ) = r' uJep 'r -l
as/erfcung'E ed e,rrlruud elrupe qo nlnzer.f ecl pnLtnuoo etse Inpou erlcung

alinpg
.lp(.r)./l eururrrlep

as qs rS g ad e,trlrr-ur"rd alrupu lx =(x)./' .E+>_:/ ericunl EO eturu es gS .t

'E ed a,rrrltur:d
auurpu gx p\nzer 'L ed pnurtuo3 elsa / ericunl 'l3ac '0 u1 rs gnurluoc alsa / pr

p\nzer'(O{ =6).{ eoereoeq .(-.0) ed rS (g,--) ed pnLnluoo atse/elicung
aqnlos

'U ed e,rtttuud 
"r,-r, 

O t

0*r

' x+ 1Jiue--#''i

= r?r _rfs -

lnleqel pulsoloJ !S (- '0) ad ar

eyse{ ericung ecer"oeq'r r-S-
..

'rP(rl

.-ra
/ uricung gc eteru es ES ?

D ,x- -l
,+-UISJJS=lp: -xl

r_s
)+x?l-----'-

2+ruls-rpr1

,+xsoc--.rp-t

r_l
)+x31c--'---:-rl

€I \o^rl!rrrrd

I I :'
1)-l D- rN+rlut-- " lz . I | ' . .'
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Fr-urctia 1''fiind o pnrnitiri a functiei.l- este derivabili in 0. de unde rezultd cd este

continua in 0 Din condrtia dc continuitate in 0 avem ca l,,Sf trl= llTlt(r) = -F-(0),
1 :1]

deunde l+c.=6^
Considerand c' = 0. d,.rci c. = I $i obtinern funclia

'1 e' - daca .ue (-*- 31

I (.r) = J r:' 11-u l. daca .r'e (0.-)

Aritdm cd firnclia Ii este o primitrr,S a flrnclioi /. Avem ca F este derivabili pe

(--, 0) u (0.€) qi F'(.r) =.1-(r), V .re (--,0) u((-).-) .

pe du alra penc F.io)= li* /'('\') -1'((l) 
= li,,'" -l = I $ir'-{) I-, '\

Demonstratis. Deoarece Ii,

lor. funclia .f . g, este o .

t.i'. g)' = ,f ' .g + .f . g', de unde

;ontinue pe d rezultd cd fun;l

i /(r)g't-r)4, = Jt./(r)st-r)l'd, -

.i_r(r)g'(')4, =.f s + C - J t',.',

teoretI)el.

Observatie
Schematic. formula de inre,

l. S[ se calculeze integralele

a) Jxln xdx, xe (0,-);

b) J-rcosxdx, xe R ;.

q Ir' sin xdx, x e lR. .

Solulie

a) Considerdn f , g:(0,-1-

Aplic6nd metoda integr[rii prin pi

Jxlnxdx =Irn -J;
b) Ludm .f,g:R-+R., /(-r)=

Jxcos-xd-x = rs

c)Luim .f, g,R-+R, f(x)

J-x' 
.sin xdx = -x?.cos.x + JZr".

b), avem

reztitd

,1.'(0)=f"'1(0).adica func1ia./.' este clcrirabild in (i Cum I-'(0;=l ti ./'(0)=1.

oblirrem ci F'(0) = I Q) Din cele demonstrate mai sus- rezulta cd func1ia 1'' este

derryabrlipc i, gi I/(,r)=./'("I)- V.ve-i.deciftincliaI'este oprimitivaafuncliei./.

S1.4.Metoda integririi prin p5rti

In paragrafirl r\ I 3- am l'dzut ca integrala unei sume de funclii este egali cu

suma intogralclor Acum. ne plrnem problema de a calcula intcgrala produsului a doui

functii in cazul in care este vorba de produsul dintre o funclrc Ar derir''ata altei ftrncfii.

rispunsul este dat de rnetoda integririi prin parli.

Folosind formula de derivarc a produsului a doud functir derivabile gi rezultatul

ci oricc ir-urcgic continua pe un intcrr ai admitc primitive pe acel inten-al. oblinem

teorema unlitoare.

(Formurla integrarii prrn p:ir!i). Daci flrncliile .f , g .1 -+ i. sunt

derir,abile pe 1- cu derivatclc coutinue pe 1- atunci functtilc .f b Si .fg'

admit primitive pe 1 qi are loc cgalrtatea

J.r't-r)s'{.r)o, = .l',g- J./'{-r)s{.')o'
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eNo 93 9!/lz.,J opun op '0 uI gIIqI

sl \a^lllurlrd

C,
OJ

luns

E

\s 4{ ellprullJ rmre 7 ed

U <- I :3 ' j- apricung F


