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In acest capitol vom introduce o clasd importanti de functii reale si anume clasa

functiilor care admit primitive Conceptul de primitiva leagd intre cle doui
concepte fundamentale ale Analizei Matematice: derivata si integrala. Vom aborda
probleme de naturd calitativd privind studiul existentet primitivelor precum si de
natura calculatorie relative la metode de caleul de primitive.

§1.1. Probleme ce conduc la notiunea de
primitiva

Exemple

1. Sc considera o bila de masa m care cade la momentul t; =0 de la 0 anumiti
mdltime. Se presupune ¢a rezistenta aerului este direct proportionald cu viteza bilei.
Ne punem problema determindrii vitezei bilei in orice moment 7> 0 .

In acest scop sa notam cu ¢ factorul de proportionalitate, iar cu v(r), respectiy
a{1), viteza i respectiv acceleratia bilei la momentul 7. Atunci

ma(t) = mg —cv(r) pentru orice r>0.

unde g este acceleratia gravitationala.

Tindnd seama ca acceleratia este derivata vitezei. relatia precedentd devine

’

o
c am = |

Vi +=v(1) = £ . sau ’ x(r)e’“ - em =0 pentru orice r= 0,
m { /'

Utilizand consecinta teoremet lui Lagrange care afirma ca o functie derivabila

care are derivatd nuld pe un interval este constanta. rezultd ca exista K € R | astfel incat
o C[

an
w(t)er =2—em + K pentru orice 1 > 0,
c

de unde se deduce formula de calcul pentru v(r).

2. Se considerd un mediu cu temperaturd constanti 7,=60"C 1n care se

scufunda un corp aflat mitial la 180°C . Se presupunc ¢ viteza de ricire a corpulul la

orice moment 7 este direct proportionald cu diferenta dintre temperatura 7() a corpului
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sl temperatura 7, a mediulut, Ne propunem sd aflim dupa cat timp temperatura
corpulut ajunge la 90°C | stiind ¢d dupd un minut temperatura a coborét la 120°C .

Sa notam cu ¢ factorul de proportionalitate. Deoarece 7°(0)=180" > 7, =60° si
T este o functie continud, rezultd ca existd un interval [ =[0,7,] cu 7, >0, inclus in
multimea {20/7(1)>71,}.

Prin ipotezd avem ca 7”(r) = ¢(I;, — T'(r)). ceea ce se mai scrie si astfel

Tﬁf_(;_)(r) =c.sau [In(T(r)-7,)+ct]'=0 pentru orice 1/ .

De aici rezultd cd existd K € R astfel incat
In(7(r)—T7,)+cr=K pentruorice 1€/ .
Tinand seama cd 7(1) =120", rezultd K =c+1In60 s1 deci
In(7()-7)=c+In60—cr .
Daca 7(1)=90. atunci In30=c+1In60—c¢r, sideci

In2+c¢ .
[, = ——— minute.
c

In exemplele precedente ne-am confruntat cu problema determinarii unor tunctit

la care se cunoaste derivata.

§1.2. Primitive. Integrala nedefinita a unei
functii

In calculul diferential s-a considerat problema calculirii derivatei unei functii

derivabile date. Este posibil s inversim aceastd problemi in sensul schimbarii rolul

functiilor cunoscute si calculate. Ajungem astfel la

primitivi pe I dacd existd o functie F':/ — R cu proprictitile:

a) Feste derivabila pe 7,
b) F'(x)= f(x), pentru orice xe I .

Functia F se numeste primitiva a functiei /.
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Observatie

N

In cele ce urmeaza. vom considera ¢cd multimea / < R este interval.

Exemple

1. Funcia /R — R, f(x)=3x" admite primitiva F:R - R, F(x)=x.
deoarece £ este derinabilipe X si F(x)= f(x), Vxe R,

2. Funca /.(0,x] =R, F(x)=sinx admite primitiva F (0] = K.

F(x)=—cosx, deoarece I este derivabila pe ((J 7] si F(\)— f(x), ¥V xe (0. r].

P, 5t 2 R 2 35

i Propozme I ) _ L .
i Dacd funcia f:/ — R admite primitive pe /, atunci:

1) Pentru orice doua primitive Fi.F. IR ale lui £ exista o constanta

L ce R astfelincat F(x)=F(x) +e. Vel

2) Daca /1] — K este o primitiva fixata a lui /. atunci pentru o primitiva G

a lut fexistd o constanti rcala ¢, astfel mcat (f(x) F(\) +c. V xe ]
"“

Demonstratie. 1) Daca £9.1%:1 — R sunt doud primitive ale lui 7 atunci

F(x)=F(x)=f(¥), V xe I . Rezultd ci existd o constanti ce = _ astfel incat
Fx)-F(x)=c. Vxel.

2) Rezulta din 1).

Observatii

1. Din propozitie rezulta ca daca o functie admite o primitivd, atunci ea admite
primitive.

2. Daca funcpia f:/ — R admite primitive pe / si functia F:7 - R este o
primitiva fixatd a lui £ atunci toate primitivele functici # sunt de forma F + ¢, unde ¢

gste o constanta reald arbitrara.

IDeflnltle Fie /: 1% R

primitivelor lui /pe / se numeste integrala nedefinita a functiei £si scg

0 functle care admlte primitive pe /. Vlulumea tuturorg

noteaza cu
[ @)

Operatia de calculare a primitivelor unei functii care admite primitive :

se numeste integrare.
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Observatie

Conform observatiilor de mai sus, rezultd ca daca functia f:/ - R admite
primitive pe [ si F:/ — X este o primitivd a functiei £, atunci

Jrende={F+ciee =)
Deci, pentru determinarea multimii jf(x)dx, adici a multimii primitivelor

functiei f pe 1, este suficient sa determindm una dintre acestea, cdci oricare alta diferd

printr-o constanta.

§1.3. Operatii cu functii care admit primitive

Am vazut ca dacd f:1 =R este o functie care admite primitive pe /. atunci
multimea primitivelor sale este o multime de functii inclusd n multimea tuturor
functiilor F: 1 > R.

Ne punem acum problema operatiilor cu functii care admit primitive si sd
vedem dacd este posibild stabilirea unor rezultate analoage cu cele din calculul
diferential. unde avem, de exemplu, ca derivata sumei este egald cu suma derivatelor.
Pentru a extinde acest rezultat in cazul primitivelor trebuie sa definim operatii cu
multimi de functii.

Fie 7 — R, [ interval si multimea

FDy={f1f1->K;},
adicd multimea functiilor definite pe I cu valori reale. Pe multimea F () definim
operatiile:

a) adunarea functiilor

v f.ge F(I), functia suma a functiilor / si g notata f +g, definitd prin
gl =R, (f+2)0)=f(0)=gx).Vxel.

Facem observatiaca V f. ge F([), rezultd ca

f+geF{).

b) inmultirea functiilor cu scalari

vV he X,V fe F(I). functia produs a functiei f cu scalarul A notatd M.
definita prin Af : 1/ > X, (AW Hx)=k- f(x), Vxel.

Avemca Ve .V fe F(I),rezultd cd

Me F).
Daca G,H sunt submultimi nevide ale lui F (/) atunci definim.
G+H={f+glfeGsigeMH;
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A-G={A-f|feG), unde he k.
Daca multimea G este formata dintr-un singur element £, G={f}, atunc
multimea G+H ={f}+H, o vom scrie simplificat f +#H , deci
f+H={f+glge H}.
Notam cu C multimea functiilor constante definte pe /, adica
C={f|f:1— X, fconstantd pe I}.

Are loc urmatoarea

. Propozitie ) 1.c=c.vrc 2"

Adica, suma a doua functii constante este tot o functie constanta, iar o functie
constantd inmultitd cu un scalar este tot o functie constanta.

Observatii
1. Fie functia f': 7 — X, fadmite primitive pe [ si fie F,:/ — K o primitiva a
functiei f. Tinand seama de ultima observatie din paragraful §1.2 si operatiile cu
functii definite in paragraful §1.3, avem ca
[ fGodx={F|F:I— &, Festeprimitivaaluify =F, +C.
Tinand seama de propozitie, avem ca

[fydx+C=(F+O)+C=F +(C+C)=F,+C.

deci
j F0)dx+C= j F0)dx .
2. Dacé functia f:/ — X admite primitive pe [ si F este o primitiva a ...
atunci
j f)dx=F+C
sau

jF’(x)dx =F+C.

| Daci functiile f.g:/ - R admit primitive pe 7si Ae ®", atunci !
1. functia f + g admite primitive pe /si '
b JLron+ geolde = [ £(xdv+[ g
2. functia Af admite primitive pe I si

j A f(x)dx = xj F(x)dx.
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Demonstratie. In demonstratie vom tine seama si de propozitia de mai sus.

1. Daca f'si g admit primitive pe I, atunci existd /. G: [ — X . derivabile pe / cu
F'=f si G'=g. Atuncisuma F +G este derivabila pe /si

(F+GY=F'+G'=f+g.
De aici rezulta ca functia f + g admite primitive pe / si
j[f(x)+g(x)]dx=F+G+c.
Dar Jf(x)d\‘ =F+C. Jg(x)dx =G +C. de unde
j/'(x)dﬁjg(x)dx:(F+C)+(G +C)=(F+G)+(C+C)=F+G+C.

deci [[f(x)+g(x))dx = [ £ Code+ [atx)dr.
2. Daca F este o primitiva pe / a functiei £, atunci pentru orice A€ X . functia
LF este derivabila pe [ si
(MY =hF" =2f,
ceea ce arata c functia Af admite primitive pe /.

Avem ci Jk f(x)dx=AF +C si kjf(x)dx =MF+C)=AF+AC=AF +C, deci
[rfonde =2 £ (x)dx.

Consecintd I Daci functiile f,g:1 — R, admit primitive pe  si A, lLe R,
A% +u? >0, atunci functia Af + g admite primitive pe / si

[/ () +ugalde = A f(0dv + [ g (o).

Demonstratie. Tinand seama de teorema, avem ca functiile Af si ug admit

primitive pe [ si apoi ca functia Af + g admite primitive pe 1. Atunci

[0 () g (0)ldr = [Af(ode+ [ug(ride =4[ £ (o)dx + 1] g(dx,
adicid ceea ce trebuia demonstrat.

Observatie

In calculul diferential, pentru functii derivabile. avem ca derivata sumei este
egald cu suma derivatelor. Conform teoremei, pentru functii care admit primitive,
integrala sumei a doua functii este egala cu suma integralelor. Schematic, putem scrie

aceste proprietati comune derivatelor si primitivelor, astfel:

(Fre)=r+g si [(Fro)=]r+]a: Y= 7 st [ar=a]r.
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O clasd largd de functii care 'admit primitive, este multimea functiilor continue.
Teorema urmatoare da o conditie suficientii ca o functie sa admiti primitive.

i A e

Teorema

2

| Orice functie continua pe un interval /, admite primitive pe /.

-‘Observatie

Reciproca acestei teoreme nu este adevirati, adica existd functii discontinue,

dar care admit primitive.

La baza calculului de determinare a multimii primitivelor unei functii care
admit primitive se afld cunoagsterea unora dintre acestea. Egalititile din urmatorul tabel
al primitivelor uzuale, se verifica imediat prin derivare.

Prezentim asadar mai jos

TABELUL PRIMITIVELOR UZUALE

Functia Multimea primitivelor
fiR - X, fAx)=x" X
undene N Jx dx_n+l+c
Fl—> R, flx)y=x" o _x‘“'
| unde I < (0, =), e B \{-1} J.x dx—a+]+C
FIS R, f()=1 jd—lenj.x(+c
! X
! unde / < (0, o) sau / < (-0, 0)
!f:R—)R,f(x)Zer J.e”dx=eX+C
R R, )=d v, a
unde a >0, a # 1 Ja dx_lna-‘hc

FR - R, 0=
X +

I undea;tO

dx 1
J. =—arct0—+C
x+a a a

f R > R, AX)=—/—m]—7m J.-d—x=]n<x+\-‘x2+a3)+c
1/x +a’ Jx2 + a2
undea¢0
fil—> R, Ax)= J odx - =L]nx—a—+c
x"—a 2a |x+a

unde ]cﬁ\{—a,a}, a#0
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~~ A | dox \ —
fil—> K, f(x)=——=—— ———==Ijx+Vx —-a’|+C
Vvxi—-a’ J.\}x“’ —a- ’
unde [ < (—oo,~a) sau / C(a, o), a#0
SR = X, f(x)=sinx J.sinxdx:—cosx+C
f R =&, f(x)=cosx [ JcosxdxzsinerC
- ] dx
fl—> = fxy=—7 J. —=tgx+C
cos” x cos™ x
_ T
unde /< & \4 (24 +1). kel
L 2
FI— B fx)=— I & ex+c
s x SN~ x
unde / = \{km, ke 7}
‘ T R=X, f(x)= 1 J.——l dx-arcsini\;+C
unde a>0. I c(~a,a)

PROBLEME REZOLVATE

1. Fie functia f:(0.00) ==, f(x)=2x"+3yx° - Sa se arate cd functia f

5

4/X3 ’

admite primitive pe (0,) sisa se calculeze J.f(x)dr .
Solutie

Functia f se scrie sub forma f(x)=2x'+3-x5—5-x *. Deoarece functia f este
continua pe (0, o). rezuitd ca ea admite primitive pe (0, =) si folosind tabelul
primitivelor uzuale avem ca

Jf(x‘)dx = 2jx3dx+ BJ-,\‘gdx - SJ‘,\‘r idy =

1

-5 +c:%x4+17’x~€/x_2—20</§+c.

¥
1
4

o~ %

sinx
x#0 ) oo —
admite primitive pe R .

e

2. Sa se arate cd functia /R >R, f(x) :]{
Ll x=0
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Solutie
Functia f este continud pe (—ee, 0) si pe (0.c). Deoarece I_i|_1;| f(x)=7(0), rezulta
cd f este continud si in 0. Deci. functia f este continud pe X, rezultd ca admite
primitive pe .
3. Sa se arate cd functia f:R ==X, f(x)=|x| admite primitive pe R i s se
determine J.f(x)dm

Solutie
Functia modul este continua pe

)

X, rezultd cd admite primitive pe X . Functia £ se

—x, daca xe& (—<,0)

scrie sub forma _f(x)z{ . Integrand si considerand functia

x, daca xe[0.%)

X .
{— —, daca (—oe,0)
FIRoR, Flx)=- o . se verificd imediat ca F este derivabil
B daca xe[0,)

pe & sicad F'(x)=f(x), VxeX. Decifunctia F este o primitiva a functiei f si
atunci

J"— . daca xe(—eo, 0)
J'.)"{'x}dr =F+C=x« +C.

daca xe[0, o)

O =
| %, o | %,

e’, daca xe(—oo,0
4. Sa se arate cd functia f:R— =, f(x):J (==.0]

i B admite
Lr+1. daca xe (0.00]
primitive pe X si sa se determine o primitiva a functiei f.
Solutie
Deoarece lim f(x) = lingf(x) = f(0)=1, rezultd ca functia f este continua in 0.
x—0 ¥

v v
Cum functia f este continua pe (—eo, 0), in 0 si pe (0.c0) . rezultd ca este continua pe
<. deci admite primiteive pe <. Prin integrare, obtinem ca functiile F(x)=e" si
: x? L : . .
respectiv F,(x) = 7+xsunt primitive pe (—eo, () sirespectiv (0,e0) pentru functia f.

Cautam o primitiva ' pe < pentru functia fde forma

Fx)= F(x)+c, daca xe(—oo, 0]
T E () +e,, daca xe (0.0
J[ e +c¢,, daca xe€ (—ee, 0]

1%+x+c:, daca xe (0,00) "
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Fufietia<# fiindjo primitiva-a functiel /. este derivabild in 0, de unde rezulta ca este
continua in 0, Din conditia de continuitate In 0 avem ca hrr; F(x)=lim F(x) = F(0),

el 120
deunde l+¢ =c-.
Considerand ¢, = 0. dect ¢, =1 st obtinem funcfia
ev. daca xe& (= 0]

[
Iy i} |
Flx= \—7—+x+l‘ daca xe (0,00)
Aratim ca functia F este o primitivd a funcfiel /. Avem cd /" este derivabila pe

(=02, 0) W (0,00) 51 F'(x) = f(x). V x&(=2.0)U(0.0).

1°(x) = F (0 e =1 .
Pe de alta parte F{(0)=1lim () (©) =lm ‘ =1 s
I3y x=0 =0 x
) - F(O) %+x+1—1 N
F/(0)=1u 1——7—_lim—-——:lim}'—+l =1, de unde rezulta
X X N

Fi'(()):['::(())_ adica functia /- este derivabild in 0. Cum F(0)=1 si f(0)=1.
obtinem ca F’(0)= /(0). Din cele demonstrate mai sus. rezulta ¢ funcpa F este

derivabila pe R st F'(x)= 7f(x). V xe . deci functia £ este o primitiva a functiet /.

§1.4. Metoda integrarii prin parti

In paragraful §1.3. am vdzut ci integrala unei sume de functii este egala cu
suma integralelor. Acum, ne punem problema de a calcula integrala produsului a doua
funeti. In cazu! in care este vorba de produsul dintre o functie si derivata altei functii,
rispunsul este dat de metoda mtegrarn prin parti.

Folosind formula de derivare a produsului a doud functin derivabile s1 rezultatul
ca orice functic continud pe un interval admite primitive pe acel interval. obtinem

teorema urmatoare

} 7

(Formula integrarii prin part)). Dacd functile (. g: 1 —> X sunt
derivabile pe /. cu derivatele continue pe /. atunci functiile /g si /g
admit primitive pe / gi are loc egalitatea |

[Fng/todr = £ -g = | Fgdr.
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Demonstratie! Deoarece functiile fisig sunt derivabile pe /, rezulta ca produsul
lor, functia f-g, este o functie derivabila pe [/ si are loc egalitatea

(/-g)=f"g+f ¢ ,deunde f-g"=(f g) - [ g.Cum functiile £ ", g g sunt
continue pe I rezultd ca functiile 7-g’. f’-g sunt continue pé I si avem ca
[ F(0g dv = [[f()g(0)dx = [ £ (0)g(x)dv . Dar [[f(x0)g(x)[dx=f-g+C, deci
[F0gdr=f-g+C~[f(gx)de=f g~ [f(gl)dr. adicd concluzia
teoremel.

Observatie

Schematic, formula de integrare prin parti se scrie

jre=re-|re.

PROBLEME REZOLVATE e
1. Sa se calculeze integralele

a) 'fxlnxdx, xe (0,00);

b) chosxdx, xeR;.

<) sz sinxdx, xe .
Solutie

a) Consideram £, g:(0,) >R, f(x)=Inx, g'(x)=x, de unde g(x) :%2—.
Aplicand metoda integrarii prin parti, avem

jxlnxdx:£l|1x—f£-ldx=£lnx—l_[xdx:x—_lllx—£+c.
2 2 x 2 2 2 4

b) Luam f.g: R —> X, f(x)=x, g'(x)=cosx, de unde g(x)=sinx, deci
chosxdx =Xxsin x—jsin xdx=xsinx+cosx+C.
¢)Luiam 7, g: X =R, f(x)=x>, g'(x)=sinx, de unde g(x)=—cosx. Atunci
Jx3 -sin xdx = —x~ -cosx+J2xcosxd¥ =—x’ cosx+2J.xcosxdx si tinand seama de

b), avem



